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2. ノイズと誤差

2.1 確率・統計の復習
《確率密度関数 probability density function》
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確率変数 x に対し確率密度関数 p(x) が定義される。

[image: image22.emf]0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

5

10

15

20

25

30

35

time / s

平均回数

代表的な確率分布である正規分布 normal distribution

（ガウス分布）の確率密度関数は以下で定義される。
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（2.1.1）

ここで  は平均値、2 は分散である。

分散の平方根  を標準偏差 という。

x が平均 、分散2 の正規分布に従うことを

x ~ N (, 2) と表すことがある。

他にも様々な確率分布のモデルがある。

《乱数 random numbers》

ある確率分布モデルに従うランダムな数列を乱数という。Matlabでは2種類の乱数を簡単に発生できる。

  正規乱数
randn(n,m)
平均0, 分散1 の正規分布 N (0, 1) に従う乱数の n×m行列

  一様乱数
rand(n,m)
0 から 1 の間の値に等しい確率で出現する乱数の n×m行列

Matlab関数 hist を使ってヒストグラム histogram を描いてみる。
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N=10000;

x = randn(N,1);

y = rand(N,1);

subplot(2,1,1)

hist(x,20);

title('Normal Distribution');

subplot(2,1,2)

hist(y,20);

title('Uniform Distribution');

colormap cool;

正規分布 N(m, s2) に従う乱数列を作るには


x = m + s*randn(N,1);

とすればよい。

《平均値 mean、分散 variance》

確率分布の平均値と分散は以下のように定義される。

平均値（期待値）
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(2.1.2)

分散
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(2.1.3)

得られた標本についての標本平均、標本分散から、背景となる確率分布の平均値と分散を推定できる。

標本平均
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Matlabでは mean(x)
標本分散
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var(x, 1)
不偏分散
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（母分散の不偏推定量）
《共分散 covariance》

2つの確率変数 x と y について共分散は以下のように定義される。
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(2.1.4)
複数の確率変数 x1, …, xN について、共分散行列 covariance matrix が定義できる。
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(2.1.5)

共分散行列  はN×Nの対称行列であり、対角成分はそれぞれの確率変数の分散 12, …, N2 である。

各確率変数が独立であれば、非対角成分は0になり、共分散行列は対角行列となる。

《独立性 independence》

「確率変数 x と y が独立」とは、x と y が互いに無相関で両者の同時出現確率 p(x, y) が


p(x, y) = p(x) p(y)







(2.1.6)

と積の形で表せる場合である。

互いに独立な確率変数 x, y の和 z = x + y の確率密度関数 p(z) は、それぞれの確率変数の確率密度関数のコンボリューションで与えられる。これは x ( z – y の変数変換によって理解できる。
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(2.1.7)

《独立な正規分布に従う確率変数の和》

互いに独立な正規分布に従う確率変数 x ~N(x, x2) と y ~N(y, y2) があるとき、z = x + y の分布は正規分布 N(x+y, x2+y2) となる。

【課題6.1.1】

Matlabを用いて平均 2、標準偏差 1 の乱数列と、平均 –3、標準偏差 2 の乱数列を作り、両者の和の平均値と分散がおよそ上記の関係になることを確認せよ。
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2.2 ランダム時系列
時間変化する確率変数を確率過程 stochastic process と言う。この確率過程を観測すると、ランダムな性質を持った時系列が得られる。このようなランダム時系列について考えてみよう。

《白色雑音 white noise》

振幅スペクトル上で、全ての周波数成分が同じ振幅を持つ雑音をホワイトノイズ（white noise, 白色雑音）と呼ぶ。ホワイトノイズの定義は以下である。

E[xn] = 0;


平均値が 0




(2.2.1)

E[xn xm] = 2nm;

各時刻の値が互いに独立、無相関


(2.2.2)

定義より、ホワイトノイズ系列 x1, …, xN の自己相関関数は

pm = 2m1      (m = 1, …, N)





(2.2.3)

自己相関関数のフーリエ変換であるパワースペクトルは
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   (k = 1, …, N)
(2.2.4)

となり、k によらず一定であるから、全ての周波数成分が等しい振幅を持つ。パワースペクトルは 1/N に比例し、振幅スペクトルは 
[image: image11.wmf]N

/
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に比例する。実際には有限長のデータでは自己相関関数が完全にデルタ関数にはならず、完全なホワイトノイズではない。

ホワイトノイズの中でも、分布が正規分布に従うものを正規白色雑音 Gaussian white noise と言い、これは典型的なランダム時系列である。実際の様々な信号解析では、ノイズ（雑音）を Gausssian white noise で近似する場合が非常に多い。解析の上で便利な性質を持っているからである。

［例題2.2.1］

Matlabの正規乱数でGaussian white noise を鳴らしてみる。音声の場合、ラジオを放送しているチャンネル以外の周波数に合わせたときに聞こえるような音である。

N = 20000;

fs = 32000;

x = randn(N,1);

x = 0.5 * x / max(abs(x)); % 振幅の最大値を0.5にする。うるさいので。

hist(x,20);

sound(x,fs)

【課題2.2.1】

Matlabの正規乱数でGaussian white noise を作り、パワースペクトルと自己相関関数をグラフにプロットし（1.5節を参照）、式(2.2.3), (2.2.4)で示したような値になっているか調べよ。

《Gaussian white noise のフーリエ変換》

x = [x1, …, xN]T を正規分布 N(0, 2) に従う Gaussian white noise とすると、その離散フーリエ変換 X の実数部分と虚数部分は、それぞれ独立に正規分布 N(0, 2/2N) に従う。Re X と Im X との共分散行列は
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(2.2.5)

したがって、パワースペクトル P = X*X の期待値は

E[P] = E[X*X] = E[(Re X)2] + E[(Im X)2] = 2/2N + 2/2N = 2/N


(2.2.6)

これは式(2.2.4)と一致する。

《スタッキング stacking》

測定したい信号にノイズが混ざっている場合、スタッキング（同期加算処理、もしくは平均化 averaging）という処理をすることで、ノイズの影響を減らすことができる。測定データを信号のタイミングに合わせて加算することで、信号は毎回等しいために強調され、ランダムノイズは打ち消しあう。

測定データ z が信号成分 x と ノイズ成分 y の和であると仮定する。長さ N のデータを M 回測定したデータを znm (n = 1, …, N,  m = 1, …, M) と表す。信号成分 xn (n = 1, …, N) は M 回の測定で等しいとする。ノイズ成分は正規分布 N(0, 2) に従う Gaussian white noise とする。

znm = xn + ynm,   ynm ~ N(0, 2)

測定データの M 回の平均値は
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(2.2.7)

ノイズ成分の平均である右辺第2項の分散は
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(2.2.8)

したがって、測定データの平均値は
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(2.2.9)

Gaussian white noise の場合、ノイズ成分の分散は、平均回数に反比例する。

［例題2.2.2］

Matlabを使ってスタッキングの効果を実験する。

N = 10000;

% データ長

M = 36;

% 平均回数

fs = 10000;

% サンプリング周波数

f0 = 440;

% 信号周波数

t = [0:N-1].'/fs;
% 時間軸

% 信号成分

x = zeros(N,1);

x (1001:7000) = 0.1*sin(2*pi*f0*t(1001:7000));

% ノイズ成分

y = 0.2*randn(N,M);

% 測定データ

z = repmat(x,1,M) + y;

% 平均化

za = cumsum(z,2)./repmat(1:M,N,1);

% グラフで見てみる（右図）

plot(t,za+repmat(1:m,N,1),'k')

set(gca,'ydir','rev','ylim',[0 37])

xlabel('time / s')

ylabel('平均回数')
% 音で聞いてみる（36秒強かかる）

for m=1:M

   sound(za(:,m),fs);

   disp(m)
   pause(1.01);

end

【課題2.2.2】

連続的な正弦波と Gaussian white noise の混ざったデータを作ってスタッキングの効果を実証せよ。スタッキングしない生のデータと、スタッキングした後のデータのパワースペクトルを比較せよ。

【課題2.2.3】

信号のタイミングを厳密に合わせずにスタッキングした場合、信号成分とノイズ成分はそれぞれどうなるか？

アクロスデータ解析セミナー

2007/07/11 羽佐田葉子

2.3 誤差伝播 error propagation

《誤差の種類》

誤差とは、真の値からのずれを指す。大きく分けて次の2種類がある。

系統誤差（バイアス） … 真の値から系統的にずれている場合の偏差。複数回測定したとき同じようにずれる。

偶然誤差 … 測定するたびにばらつくような誤差。

【課題2.3.1】

系統誤差と偶然誤差の例を挙げよ。例えば、地震計を使ってある地点の南北方向の地動速度を測定し、デジタルデータとして収録している場合、観測データに含まれる誤差はどんなものが考えられるか？

《誤差伝播の法則》

直接観測不可能な変数 y が、観測可能な変数 x1, x2, …, xN と以下のような関係にあるとする。


y = F ( x1, x2, …, xN )






(2.3.1)

x1, x2, …, xN を観測し、その観測値から変数 y を算出する場合、y の誤差がどうなるかを考える。このとき、x1, x2, …, xN に含まれる誤差は偶然誤差のみとする。x1 の観測値を 1 = x1 + x1 と表す。このとき x1 が観測値の誤差である。これらを用いて観測値の誤差に起因する y の誤差を表すと

y = y – F( 1 , 2 , …, N )






(2.3.2)

誤差の分散を求める。

y2 = E[y2] = E[y – F( 1 , 2 , …, N )]





(2.3.3)

Taylor展開の1次の項のみをとると、
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(2.3.4)

それぞれの変数の誤差x1, …, xN は互いに独立だとすると
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(2.3.5)

xn2 は変数 xn の分散である。

《標準誤差》

母集団から取り出された標本を使って、母集団の統計量を推定するときの誤差を標準誤差 standard error という。最もよく使う例として、標本平均の標準誤差がある。同じ母集団から抽出した N 個の標本 [x1, x2, …, xN] があったとき、標本平均は
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であり、これは母集団の平均の不偏推定量である。この標本平均の標準誤差は母集団の大きさが M の場合
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母集団の大きさを無限大とすると
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ここで  は標本標準偏差である。

［例題2.3.1］

ある物体の体積Vと質量Mを N 回測定し、密度 の推定値とその誤差を求めたい。

体積の測定値の平均と分散を V0, V2 、質量の測定値の平均と分散を M0, M2 とすると、それぞれの平均値の標準誤差は SEV = V N –1/2、 SEM = M N –1/2 である。密度の推定値は M0/V0 となり、その誤差は誤差伝播の法則で与えられる。
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【課題2.3.2】

三角形ABCの3辺a,b,cの長さを測って∠ABCを求めたい。

3辺の測定誤差a , b , c を使って、求める角度の

誤差 ∠ABC を導け。

【課題2.3.3】

正弦波信号 xn = Asin{2f0(n – 1)t} と Gaussian white noise yn ~N(0,2) の和からなる N 点の時系列データを考える。このとき信号成分の周波数スペクトル X(f0) の実数部分、虚数部分、振幅、位相それぞれの誤差を  を用いて表せ。誤差は Gaussian white noise に起因するもののみとする。
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正規分布の確率密度関数
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